Sur la compactification de Thurston 
"^": de I'espace de Teichmiiller 
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^^ ' Resume 

OO , The aim of these lecture notes is, after having quickly described various compactifi- 

cations of the Teichmiiller space of a compact connected oriented surface minus finitely 
many points, to give a construction, by the equivariant Gromov topology introduced 
by the author, of Thurston's compactification of this Teichmiiller space. ^ 
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Le but de ces notes d'exposes est de donner une construction, par la topologie de 
Gromov equivariante introduite dans |Paii2j . de la compactification de Thurston de I'espace 
de Teichmiiller Teich(5) d'une surface S orientee connexe compacte privee d'un nombre 
fini de points. 



^ ' II existe de nombreuses compactifications (geometriquement interessantes) de I'espace 

00 ■ de Teichmiiller de S. Avant de donner en detail notre approche de la compactification de 

^ ! Thurston, nous decrivons, pour la culture et de maniere non exhaustive, les principales 

Q I compactifications de Teich(5), de maniere brieve (et done sans pouvoir donner toutes les 

^ ■ explications necessaires, pour lesquelles nous renvoyons a la bibliographic), ainsi que leurs 

relations, en supposant pour simplifier que S est compacte. 



• Les compactifications de Teichmiiller (voir |Abi[IGa,r||Nag| ). II y en a une pour 
toute structure de surface de Riemann X fixee sur 5, par I'espace des points a 
I'infini des rayons de Teichmiiller issus de (I'image encore notee X dans Teich(5) de) 
X. La distance de Teichmiiller est finslerienne complete sur la variete differentielle 

^ ■ Teich(S'), et ces rayons de Teichmiiller sont les rayons geodesiques issus de X pour 
cette metrique, ce qui fournit la compactification de Teichmiiller de Teich(S') associee 
a X. Le bord s'identifie avec I'espace Qi{X) des formes differentielles quadratiques 
holomorphes de norme 1 sur X, qui s'identifie a la sphere unite de I'espace cotangent 
de Teich(5) en X. 

• Les compactifications de Bers (voir par exemple |Ber[ Nag IBrollMcM] '). II y en 



a une pour toute structure de surface de Riemann X fixee sur S, construite comme 
suit. La surface de Riemann X est isomorphe a la surface de Riemann quotient 
rj(:\E[ oil EI C C est le demi-plan superieur, et Tx un sous-groupe discret sans 
torsion du groupe Aut(]H) ~ PSL2(]R) C PSL2(C) des automorphismes complexes de 
H. Pour toute autre structure de surface de Riemann Y sur S, soit h : X ^ Y un 
homeomorphisme quasi-conforme homotope a I'identite envoyant la structure de X 
sur celle de Y. Sa differentielle de Beltrami dh/dh, qui est presque partout definie, 
se releve en une differentielle de Beltrami Px-invariante sur H, qui etendue par sur 
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la sphere de Riemann C, donne une differentielle de Beltrami // sur C, qui est Tx- 
invariante. Le theoreme d'Alilfors-Bers dit qu'il existe un homeomorphisme quasi- 
conforme /^ : C ^ C, de differentielle de Beltrami /i, uniquement defini modulo 
conjugaison au but par un element de Aut(C), qui conjugue Tx a un sous-groupe 
(encore discret et sans torsion) de Aut(C) ~ PSL2{C). Ainsi I'application 

induit un homeomorphisme sur son image, de I'espace de Teichmiiller de S, vu comme 
I'espace quotient de I'espace des structures de surfaces de Riemann sur S mod- 
ulo Taction de Diffo(-S'), a valeurs dans I'espace topologique quotient (non separe) 
Hom(rx,PSL2(C))/PSL(C), dont I'image est d'adherence (separee et) compacte, ce 
qui fournit une compactification de Teich(S'). 

La compactification naturelle de Thurston (voir |ThulllFLP] pour la construc- 
tion originale, ainsi que les rappels ci-dessous). Le bord est I'espace VA4J^{S) des 
classes d'equivalence de feuilletages transversalement mesures a singularites de type 
selle a A; > 3 branches, modulo isotopies, operations de Whitehead et multiplication 
par une constante strictement positive de la mesure transverse. Une propriete cru- 
ciale de la compactification de Thurston est qu'elle est naturelle (au sens rappele 
ci-dessous) pour Taction du groupe modulaire de Teichmiiller Mod(S'). Voir aussi 
|Woll| lELj pour une description de cette compactification par les applications har- 
moniques, et |Wol2j pour la relation entre les applications harmoniques et les actions 
de groupes de 7ri5 sur les arbres (reels). Kaimanovich et Mazur |KMj ont montre 
que le bord de Poisson de nombreuses chaines de Markov sur I'espace de Teichmiiller 
est le bord de Thurston muni d'une mesure de probabilite adequate. 
La compactification naturelle de Morgan- Shalen (voir |MSlj ). Soit X une 
composante irrreductible de Tensemble algebrique affine complexe 

Rom{7TiS,SL2iC))//SL2iC) , 

qui est le quotient algebro-geometrique (voir |MFj . et |('Sj pour une description sim- 
ple) de Tensemble algebrique affine complexe Hom(7ri5, 5L2(C)) des morphismes 
de groupes de ttiS dans 5L2(C), par Taction par conjugaison au but de 5L2(C). 
Pour tout 7 dans 7ri5 — {!}, I'application polynomiale de Hom(7riS', S'L2(C)) dans 
C, definie par p i-^ trace ^(7), induit une application /^ : X — > C, independante de la 
classe de 7 dans Tensemble C des classes de conjugaison d'elements non triviaux de 



TTiS. Si X est le compactifie d'Alexandrov de X, alors Morgan et Shalen |MSlj mon 



trent que I'application de X dans X x P(M+ ), definie par x 1— > {x,M.'!^{log{\f^{x)\ + 
2))^gc), est un homeomorphisme sur son image, qui est ouverte dans son adherence, 
et d'adherence compacte. L'espace de Teichmiiller de S est homeomorphe, de maniere 
equivariante par Mod(S'), a une composante connexe de Tensemble des points reels 
d'une composante irreductible X de Hom(7ri5, S L2{C)) / / S L2{C) . Morgan et Shalen 
obtiennent ainsi une compactification naturelle de Teich(S'). II n'est pas difficile de 
montrer avec cette definition qu'elle est isomorphe a la compactification de Thurston. 



Morgan et Shalen |MSlj montrent aussi (en version plus elaboree) que tout point du 
bord est de la forme (oo,M!j_(max{0, — f (/-y)})[^]gc) ou 00 est le point a Tinfini de 

X et V : F^ — > M est une valuation reelle (pas forcement discrete) sur le corps des 



fonctions F de X, ainsi que de la forme 

(oo,M+(mind(x,7a;))[^]gc) 

ou T est un arbre (reel) muni d'une action isometrique de ttiS, construit a partir de 
I'arbre de Bruhat-Tits de SL2 sur le corps value {F,v). Le passage des feuilletages 
transversalement mesures sur S aux actions de 7ri5 sur des arbres (reels) se fait par 
la notion d'arbre dual, developpee dans |M0| IMS2] . voir aussi |Sko| lOtaj ILPj par 
exemple. 



La compactification naturelle de Bestvina [Beslj et de I'auteur |Paul|lPau2j . 
qui est isomorphe a celle de Thurston. La presentation ci-dessous, utilisant la topolo- 
gie de Gromov equivariante, correspond a une partie non publiee de la these de 
I'auteur [Paulj . mais il est possible de la retrouver aussi en partie dans la litterature 
actuelle (voir par exemple |()ta||Kapl ). 



La compactification naturelle de Brumfiel |Bruj . voir aussi |Bouzj . Elle utilise 
comme celle de Morgan- Shalen la description algebrique de I'espace de Teichmiiller, 
avec de plus la theorie du spectre reel des anneaux commutatifs. La compactification 
de Thurston est I'image par une surjection continue, equivariante par Mod(5), de 
cette compactification. 



La compactification naturelle de Bonahon par les courants geodesiques |Bonlj . 
qui est isomorphe a celle de Thurston. Le plongement fonctionnel de Thurston de 
I'espace de Teichmiiller, decrit ci-dessous, n'est sans doute pas le plus interessant du 
point du vue analytique. Le plongement de Bonahon |Bonlj semble plus approprie 



au calcul infinitesimal (voir |Bon2[ lBon3j ). Ce plongement est defini de la maniere 
suivante. Soit dS le bord a I'infini de S pour la metrique ao, relevee par un revetement 
universel S ^ S d'une metrique hyperbolique fixee (Tq sur S, muni de son action 
du groupe de revetement 7ri5. Remarquons qu'a homeomorphisme equivariant pres, 
cet espace ne depend pas de la metrique choisie ao. Notons 828 I'espace topologique 
(metrisable separable) localement compact des paires de points distincts de 95, muni 
de Taction diagonale de vriS", et 

Mid2S)^,3 

I'espace vectoriel topologique (pour la topologie vague) des mesures de Radon vriS*- 
invariantes sur 828. Pour tout element a de Teich(5), le fibre unitaire tangent de 
la metrique relevee (d'un representant) de a sur S, quotiente par le changement de 
signe V 1— > —v, s'envoie dans 828 par la fibration principale, de fibre M pour Taction 
du flot geodesique, qui a un vecteur unitaire tangent associe la paire d'extremites 
de la geodesique qu'il dirige. Le releve a T^S de la mesure de Liouville de {S,a), 
qui est invariant par le flot geodesique, donne done un element Ao- de A^(925)7ri5- 
Le plongement de Bonahon est Tapplication cr 1— > A^ de Teich(S') dans M.{82S)Tr^s- 
La compactification de Bonahon est alors obtenue en projectifiant et en prenant 
Tadherence. 
• Pour des surfaces particulieres, il existe d'autres compactifications bien etudiees, telle 
la compactification de Maskit de Teich(S') si S est un tore prive d'un point (voir 
par exemple [KSJ, ses dessins et ses references). 

II n'est pas connu de I'auteur si deux compactifications de Teichmiiller de Teich(S') ni 
si deux compactifications de Bers de Teich(S') (pour deux choix de structures de surface 



de Riemann non isomorphes sur S) sont isomorphes ou non. II est montre dans [Kerj (voir 
aussi [Masj l que la compactification de Thurston n'est isomorphe a aucune compactifi- 
cation de Teichmiiller. Certes, le bord de Teichmiiller s'envoie continument dans le bord 
de Thurston par I'apphcation qui a une forme differentielle quadratique holomorphe as- 
socie son feuilletage transversalement mesure horizontal (voir par exemple |Ga,rj ). Mais 
cette application ne s'etend pas continument en un isomorphisme de la compactification 
de Teichmiiller consideree sur celle de Thurston. II est montre dans |KT| (voir aussi |Broj ) 
que la compactification de Thurston n'est pas isomorphe a au moins I'une des compact- 
ifications de Bers (parce que pour au moins un des plongements de Bers de I'espace de 
Teichmiiller, Taction du groupe modulaire ne s'etend pas au bord). 

+ h 

Apres cette disgression, entrons dans le vif du sujet. Soit X un espace topologique lo- 
calement compact (respectivement un espace topologique localement compact muni d'une 
action par homeomorphismes d'un groupe G). Une compactification (respectivement com- 
pactification naturelle) de X est un couple (i, Y) (ou par abus Y) ou Y est un espace 
topologique compact, et i : X ^ y un homeomorphisme sur son image, (par lequel on iden- 
tifie X et son image dans Y) d'image ouverte et dense, (respectivement un tel couple (i, Y) 
tel que Paction de G sur X s'etende continuement en une action par homeomorphismes de 
G sur Y). Deux compactifications (respectivement compactifications naturelles) Y,Y' de 
X sont isomorphes si I'identite de X dans X s'etend continuement en un homeomorphisme 
(respectivement un homeomorphisme equivariant pour les actions de G) de Y dans Y'. 

Par exemple, les compactifications d'Alexandrov et de Stone-Cech (voir par exemple 
|Dug| ) d'un espace localement compact X sont naturelles pour Taction du groupe G de 
tous les homeomorphismes de X. Outre sa naturalite, Tinteret de la compactification de 
Thurston des espaces de Teichmiiller est qu'elle apporte des informations interessantes sur 
les degenerescences geometriques des structures hyperboliques sur les surfaces. 

Soit H^ le modele du demi-espace superieur du plan hyperbolique reel, et Isom+(EI^) 
le groupe des isometrics preservant Torientation de H^. L'action par homographies de 
SL2(M) sur H^ induit un isomorphisme (de groupes de Lie) de PSL2(M) = SL2(M)/{±Id} 
avec Isom_|_(]HI^), par lequel nous identifions PSL2(M) et Isom_|_(E[^). 

Soit S une surface compacte (sans bord) connexe orientee de classe C°° privee d'un 
nombre fini de points, et de caracteristique d'Euler strictement negative. En particulier, 
S admet au moins une metrique hyperbolique (i.e. metrique riemannienne a courbure con- 
stante —1) complete de volume fini (voir par exemple |FLP| IBus| ). Notons 5 — > 5 un 
revetement universel de S, et ttiS son groupe des automorphismes de revetement, qui, 
pour un choix fixe de point base dans S, s'identifie au groupe fondamental de S en Tim- 
age xq de ce point base dans S. Un element de ttiS — {1} sera dit parabolique s'il est 
representable par un lacet librement homotope dans tout voisinage de Tun des bouts de S. 

Notons Diff (5) le groupe des diffeomorphismes / de classe C°° de S, muni de la topolo- 
gie C°° (voir par exemple |Hirj ). et Diffo(-S') le sous-groupe distingue ouvert des diffeomor- 
phismes de S isotopes a I'identite. Tout diffeomorphisme / de 5 induit un isomorphisme 
de groupes de 7ri(S', xq) dans 7ri(5, /(xq)), done (par changement de point base, possible 
par connexite) un isomorphisme /* : ttiS — > ttiS bien defini modulo conjugaison. De plus, 
si / est isotope a I'identite, alors /* : ttiS -^ ttiS est une conjugaison. 



Rappelons qu'une metrique riemannienne sur S est une section C°° du fibre, note 
(8)^r*5, des formes bilineaires sur les espaces tangents aux points de S. Notons Teidi(6') 
I'ensemble des metriques hyperboliques a sur S, completes et de volume fini, muni de 
la topologie induite par la topologie C°^ sur C°°(5, ^^T*^). Le groupe Diff(5') agit sur 
Teicli(5') par Taction naturelle sur les champs de tenseurs sur S 

{f,a) ^{f,a:xGS^ {{u,v) G (T^Sf ^ af-.^^,^{{TJ)-\u), {TJ)-\v))}) . 

L'espace de Teichmilller Teich(S') de S est I'espace topologique quotient de Teich(S') 
par Taction de Diffo('S'). Le groupe modulaire de Teichmilller (ou « mapping class group ») 
de S est le groupe discret quotient 

Mod(5) = Diff(5)/Diffo(5) . 

L'action de Diff(5) sur Teich(S') induit une action du groupe modulaire de Teiclimiiller 
de S sur Tespace de Teichmiiller de S. Par abus, nous noterons de la meme maniere un 
element a de Teich(S') et son image dans Teich(S'), ainsi qu'un element a de Teich(S') et 
Tun de ses releves dans Teich(S'). Notons DifF+(S') le sous-groupe de Diff(S') preservant 
Torientation et Mod+(5) = Diff+(5)/Diffo(5). 

Par le theoreme de Cartan-Hadamard (voir par exemple [GHLj l. pour tout element a 
de Teich(S'), il existe une isometric i preservant Torientation entre le releve a au revetement 
universel oriente de S de la metrique a et le plan liyperbolique reel H^. La conjugaison 
par une telle isometric i fournit une representation fidele et discrete (i.e. un morphisme de 
groupes injectif d'image discrete) p = p^ : ttiS —>■ Isom_|_(EI^) = PSL2(ffi), appelee une 
representation d'holonomie de cr, et cette isometric i induit par passage au quotient une 
isometric preservant Torientation de {S, a) sur la variete hyperbolique quotient /9(7riS')\EI]g. 
La representation d'holonomie p de a est independante du choix de i modulo conjugaison 
au but par un element de PSL2(M). De plus, p preserve les paraboliques, i.e. envoic un 
element parabolique de ttiS sur un element parabolique de Isom_|_(]HI^), ceci par la structure 
des bouts des surfaces hyperboliques de volume fini (voir par exemple |Bus| iRat] ). Pour 
tout / dans Diff(S'), les representations pf^a- et pa o /* sont conjuguees. En particulier, si 
a et a' sont dans la meme orbite sous Diffo(5'), alors leurs representations d'holonomie 
sont conjuguees dans PSL2(M) (car un diffeomorphisme isotope a Tidentite induit une 
conjugaison sur vri5). 

Considerons Tespace 

%dp(vriS,PSL2(M))/PSL2(M) 

des orbites, pour Taction par conjugaison au but de PSL2(M), des representations fideles et 
discretes, preservant les paraboliques, de ttiS dans PSL2(M). Munissons-le de la topologie 
quotient de la topologie de la convergence simple. L'application (/, p) i— > pof^, pour / dans 
Diff(5) et p : ttiS -^ PSL2(M), induit done une action par homeomorphismes du groupe 
Mod(5) sur Tespace 7^/rfp(7^l5,PSL2(M))/PSL2(M). 

On a une application de Teich(5) a valeurs dans cet espace, qui a a associe la classe 
de conjugaison d'une representation d'holonomie de a. 

Proposition 1 (Voir par exemple ^Gol^ ) Cette application est un homeomorphisme sur 
I'une des deux composantes connexes de 7?.jrfp(7riS', PSL2(M))/PSL2(M). Elle est equivari- 
ante pour l'action de Mod+(S'). D 



L'un des points de la preuve de cette proposition est le suivant. 

Lemme 2 Une limite de representations fideles et discretes, preservant les paraboliques, 
de TTiS dans PSL2(M) est encore fidele et discrete, preservant les paraboliques. 

Preuve. Soit (pj)jeN une suite de telles representations, qui converge vers p. Nous ren- 
voyons par exemple a |GM| pour le caractere fidele et la discretude de p. Comme un element 
±A de PSL2(M) est parabolique ou I'identite si et seulement si |tr A\ = 2, le fait que p 
preserve les paraboliques en decoule par continuite de la trace. D 

Notons C I'ensemble des classes de conjugaison des elements non paraboliques de 
7ri5 — {!}, qui s'identifie avec I'ensemble des classes d'homotopie libre de lacets de 5, 
homotopiquement non triviaux, et non librement liomotopables dans tout voisinage d'un 
des bouts de S. Pour tout a dans C et tout a dans Teich(5), on note £a{a) la longueur 
de I'unique geodesique fermee pour a dans la classe d'homotopie libre a (voir par exem- 
ple |Busj pour I'existence et I'unicite de cette geodesique). Done ia{ct) > est egale a la 
distance de translation 

icip) = inf d{x,p{'y)x) 

de p{'j) dans H^, pour p une representation d'liolonomie de a et pour n'importe quel 7 € 
TTiS dans la classe a. II n'est pas difficile de montrer que, pour tout 7 dans C, I'application 
c "-^ £a{o() de Teich(S') dans M est continue (un moyen rapide est d'utiliser, outre la 
definition de la topologie de Teicli(S'), le lemme de fermeture d'Anosov |Anoj . enfin une 
version tres simplifiee disant qu'une courbe fermee presque geodesique est a distance de 
Hausdorff petite d'une geodesique fermee, voir par exemple |BHj ). 
En notant M_|_ = [0, +00 [, on a done une application 

£: Teich(5) -^ M+^ - {0} 

a ^ (4(a))„gc • 

Notons vr : (1^+*^ - {0}) -^ P(]R+'^) = {R+'^ - {0}) / ~ la projection canonique pour la 
relation d'equivalence definie par {xa)a ~ iya)a si et seulement s'il existe A > tel que 
Xa = Ayo pour tout a. On munit I'espace produit M+'' de la topologie produit, et I'espace 
quotient P(]R+'') de la topologie quotient. Le groupe des diffeomorphismes de S agit sur 
C, par I'application qui a (/, a) G Diff(5) x C associe la classe d'homotopie libre de 7(7) 
pour n'importe quel lacet 7 dans la classe d'homotopie libre a, et Taction de DifFo(»S') est 
triviale. Par consequent Mod(S') agit sur C, done agit par homeomorphismes sur M+'' par 
permutation des coordonnees, et done agit par homeomorphismes sur P(M+'') par passage 
au quotient. 

Theoreme 3 (W. Thurston JThu^) I'application vr o £ : Teich(5) -^ P(M+'^) est un 
homeomorphisme sur son image, qui est relativement compacte, et ouverte dans son ad- 
herence. Elle est equivariante pour les actions de Mod(5). 



Ainsi, le couple (ir o £, n o ^(Teich(S')) ) est une compactification de Teich(S'), appelee 
la compactification de Thurston de I'espace de Teichmiiller, qui est naturelle pour Paction 
de Mod(5). 

Dans cet enonce, nous pourrions remplacer I'ensemble C par I'ensemble des classes d'ho- 
motopie libre de lacets simples, non homotopes a 0, ni homotopables dans tout voisinage 



d'un point enleve de S, comme dans |FLPj . ou par I'ensemble de toutes les classes de 



conjugaison non triviales de vri5, i.e. de toutes les classes d'homotopie libre de lacets non 



homotopes a 0. Les resultats de |FLPj impliquent les deux autres versions dans ce qui suit. 



Preuve du theoremelSl Nous n'utiliserons pas I'approche originale de Thurston |Tliul 



exposee completement dans |FLPj . mais celle de |Besl| lPaul| IPau2| . aussi presentee sous 
une forme un peu differente dans |()ta,j . Voir |Parj pour de profondes generalisations. 



Nous admettrons (voir par exemple |FLP|lBus] ) ce qui concerne la description interne 
de I'espace de Teichmiiller, resume dans le fait suivant. 

Theoreme 4 // existe un nombre fini 7i,...,7Ar d'elements de C (que Von pent meme 
choisir representables par des lacets simples) tels que V application Teich(5) — > M+ definie 
par 

o"^ (4(7i)>--- >4(7Af)) 
soit continue, infective, propre, done un homeomorphisme sur son image. En particulier, 
Teich(S') est metrisahle, separable, et localement compact. De plus Teich(S') est homeomor- 
phe a M6ff~6+2& gi g ggf [g genre de S et b le nombre de points enleves de S. D 

En particulier, I'application continue i : Teich(S') — > R_|_'^ — {0} est un homeomorphisme 
propre sur son image. 

Proposition 5 L'application tt o £ : Teich(5) — > P(R+^) est un homeomorphisme sur son 
image, equivariant pour les actions de Mod(S'). 



Preuve. (Voir |FLP| expose 7].) Pour montrer I'injectivite de vro^, supposons par I'absurde 
qu'il existe des elements a et a' dans Teich(5) et i > 1 tels que £„' = ti^j. Soient a,b 
dans TTiS tels que pa{a), pa{b), Pa{ab), pc^{a~^b) soient des elements hyperboliques, avec 
Pa{a), pa{b) d'axes de translation (transversalement) secants, et tels que pa{a), po-{b) se 
relevent en des matrices A,B de SL2(M) telles que les traces tv{A),tr{B),ti{AB),tic{A~^B) 
soient strictement positives, et de meme en remplagant a par a' . 

Ceci est possible pour a, par exemple en fixant a d'image par p^ hyperbolique, et en 
prenant pour b une puissance A^ sufRsamment grande d'un element de ttiS d'image par /o^ 
hyperbolique, dont le point attractif de I'image par p^^ soit dans un voisinage C/+ sufRsam- 
ment petit de celui de a, et le point fixe repulsif soit dans un voisinage U- sufRsamment 
petit, et du bon cote, de celui de a. Ceci est possible par densite des couples de points 
fixes d'elements hyperboliques de pa{iTiS) dans I'ensemble des couples de points du bord 
a I'infini de H^ (voir par exemple |Oroj dans un cadre bien plus general). Rappelons que 
les actions de Pcr(vri5) et Pa-'iTTiS) sur le cercle a I'infini S^ de H^ sont conjuguees, par 
I'extension continue a I'infini du releve a H^ de l'application identite de S dans 5 par les 
revetements universels riemanniens H^ -^ (5, a) et H^ -^ {S, a') (voir par exemple |ETj 
pour une preuve de cette extension y compris en dimension superieure, souvent faussement 
attribuee a Mostow qui s'en serf dans |Mosj . et qui dans le cas de H^ devait etre deja con- 
nue). Done en choisissant N sufRsamment grand et C/+, C/_ sufRsamment petits, on obtient 
bien les memes proprietes pour a'. 

Lemme 6 La distance de translation i{A) dans M^ d'un element hyperbolique A de SL2(M) 

verifie 

£{A) 



cosh ■ 



tr(^) 



2 
Si A et B sont deux elements de SL2(M), alors 

tiiAB) + tr:{A-^B) = tr(A)tr(B) . 



Preuve. Le premier resultat decoule du fait que A est conjuguee a une matrice de la forme 

,_i 1 ou A > 1, et que la distance de translation de cette matrice vaut 2 log A 

(par unicite d'une geodesique translatee, son axe de translation est I'axe vertical). 
Pour montrer le second resultat, le theoreme de Cayley-Hamilton implique que 

A^ - tv{A)A + Id = , 

done A + A~^ = tr(74)Id, d'ou le resultat en multipliant par B a droite et en prenant la 
trace. D 

Maintenant, comme ia' = t^a, en notant ^1,^2,^3)^4 la distance de translation de 
Prj{a),P(j{h),Pfj{ah)^ Po-(«~^&) respectivement, on deduit du lemme precedent que 

cosli(— j +cosli(— j = 2cosrL(— j cosli(— j = cosii( — - — j + cosn( — - — j . 

^ Zi ^ &j ^ ^ 

Le fait suivant est laisse en exercice au lecteur. 
Lemme 7 Soient u,v,w,x,t des nombres reels strictement positifs, avec t> 1, tels que 

cosh u + cosh V = cosh w + cosh x, cosh tu + cosh tv = cosh tw + cosh tx . 

Alors {u,v} = {w,x}. n 

Maintenant, on aurait, quitte a echanger ab et a~^6, I'egalite £3 = ^i + ^2- Comme les 
axes de translation (des images par po-) de a et de b se coupent (transversalement), ceci 
contredit la minimalite de la distance de translation ^3. L'injectivite de vr o £ en decoule. 

Supposons qu'il existe une suite (o"i)jgN dans Teich(S'), un element a dans Teich(S') et 
une suite de reels strictement positifs (ij)jgN, tels que tj^o-- converge vers £0- dans M+'^. Si 
(tj)jgN convergeait vers +00, alors par la proprete dans le theoreme^ quitte a extraire, 
la suite ((Ti)igM convergerait vers un element a' de Teich(5') tel que l^i = 0, ce qui est 
impossible. Done quitte a extraire, U converge vers t > 0. Soit s la borne inferieure des 
£(j(a) pour a dans C, qui est strictement positive, par le lemme de Zassenhauss, voir par 
exemple |Rag| , (le lemme de Zassenhauss n'est qu'un cas tres particulier (et anterieur) 
pour les espaces localement symetriques du lemme de Margulis, voir par exemple |BKj ). 
Comme le volume de ui est constant (egal a 27r|x(<S')|), la borne inferieure des ^o-, (a) pour 
a dans C est majoree uniformement en i, done t > 0. Par consequent, la suite (^o-JieN 
converge vers jlcj. Par la proprete dans le theoreme 01 quitte a extraire, ((Tj)jgN converge 
vers un element a' dans Teich(S'). Par continuite, nous avons ^o-' = j^o-- Par l'injectivite 
montree ci-dessus, nous avons t = 1, et (cri)igN converge vers a' = a. 

Ceci implique que I'application continue injective vroi? est un homeomorphisme sur son 
image. La naturalite est evidente. D 

Soit r un groupe, et £ un ensemble d'espaces metriques munis d'une action isometrique 
de r. Pour tout X dans £, pour toute partie finie K de X, pour tout e > et toute partie 
finie P de F, notons Ve,p,K{X) I'ensemble des elements X' de £ tels qu'il existe une partie 
finie K' de X\ et une relation TZ (Z K x K\ dont les deux projections sur K et K' sont 
surjectives, telles que 

y x,y £ K, y x' ,y' £ K , V 7 G P, si xTZx et yTZy' alors \d{x,^y) — d{x' ,jy')\ < e . 



La topologie de Gromov equivariante sur £ est la topologie sur £ (qui existe, voir |Pa,ii2j ) 
dont rensemble des Ve^p^xiX) est un systeme fondamental de voisinages de X, pour tout 
X dans £. 

Par exemple, I'ensemble Teich(S') s'identifie, par I'application de relevement a *-^ a, 
a I'ensemble des metriques hyperboliques completes sur le revetement universel S de S, 
invariantes par Paction du groupe de revetement ttiS, telles que tout element parabolique 
de 7ri5 agisse par une isometric parabolique sur S. 

Proposition 8 (F. Paulin ]Paii^ Prop. 6.2]) La topologie quotient sur Teich(S') de la 
topologie de Gromov sur Teich(5) coincide avec la topologie usuelle de Teich(S'). 

Preuve. II est immediat que la topologie de Gromov equivariante quotient est moins fine 
que la topologie usuelle. En effet, supposons que deux metriques hyperboliques completes 
de volume fini sur 5 soient proches. Alors elles ont des voisinages de bouts proches qui 
sont isometriques, par la structure des bouts des surfaces hyperboliques. Et sur le compact 
restant, les distances riemanniennes sont proches. Par passage au revetement universel, 
on montre bien que pour toute partie finie K de 5, pour toute partie finie P de vriS' et 
tout e > 0, si a' est sufEsamment proche de a dans Teich(5), alors (5*,?') appartient a 
V,,p,K{{S,a)). 

Reciproquement, montrons que pour tout e > et tout a dans C, si (5, a') est sufRsam- 
ment proche de {S,a) pour la topologie de Gromov equivariante, alors \lfji{a) — lfj{a)\ < e. 
Comme (. : Teich(S') — > M+'' — {0} est un homeomorphisme sur son image, ceci montrera le 
resultat. En effet, soit 7 G iiiS un representant de a, et x un point de I'axe de translation 
de Pain)- Posons K = {x} et P = {7,7^}. Si {S,a') appartient a Vr,,p,_ft'((5, a)), alors il 
existe un point x' de S tel que, en notant dy la distance de la variete riemanienne {S,a'), 
on ait 

\d^>{x',^x') - iaia)\ < rj 

et 

\d^i{x',^x') + d^>{^x',^'^x') - d^i{x',^'^x')\ < 3r] . 

Par de petites estimees de geometric hyperbolique (en fait valable dans n'importe quel 
espace metrique CAT(— 1), comme les arbres (reels) definis ci-dessous, voir par exemple 
|BHj l. un chemin geodesique par morceaux, dont la longueur totale est proche (par rap- 
port a la longueur des morceaux) de la distance entre ses extremites, est proche de la 
geodesique entre ses extremites. Ceci implique en iterant par 7 que le chemin geodesique 
par morceaux c = Unez ['y^x','-f^~^^x'] a ses deux points a I'infini distincts, et est proche 
de la geodesique c entre ces deux points. Comme c est invariante par 7, il en est de meme 
de c. Ceci implique (ainsi que dans n'importe quel espace metrique CAT(— 1), comme les 
arbres (reels)), lorsque rj est assez petit, que Pa'il) est hyperbolique, que le point x' est 
proche de I'axe de translation de p^'il), et done que la distance de translation de p^'il) 
est proche de celle de Pail)- D 

Le resultat clef dans I'etude des degenerescences de structures hyperboliques sur les 
surfaces est le theoreme El suivant, voir |BesH IPa,u2j . La preuve de ce theoreme est es- 
sentiellement tiree de |Pau4j (qui donne un resultat bien plus general pour des actions 
proprement discontinues de groupes de type fini sur des espaces symetriques de type non 
compact). Donnons d'abord quelques definitions. 



Un arbre (reel) est un espace metrique T geodesique (i.e. pour tous x, y dans T, il existe 
une isometrie (appelee, ainsi que son image, un segment geodesique entre x et y) [a, 6] — > T 
envoyant a sur x et b sur y), et 0-hyperbolique (i.e. pour tous x,y,z dans T, pour tous 
les segment geodesiques [x,y], [y,z], [x,z] entre respectivement x et y, y et z, x et z, le 
segment [x,y] est contenu dans la reunion [y,z] U [x,2;]). 



Rappelons (voir par exemple |Titj ) que dans un arbre (reel) T, toute isometrie g ou bien 
admet un point fixe (et on dit que g est elliptique dans T) ou bien T possede une unique 
droite geodesique (appelee V axe de translation de g) sur laquelle g agit par translation de 
distance Irig) = TalTi\{d{x , gx) : x G T} > (appelee la distance de translation de g dans 
T). Get axe de translation est construit ainsi : pour tout x dans T, les segments [x,g'x] et 
[gx^g'^x] se rencontrent en un segment [gx,gu] pour u S [x, (7x] par 0-hyperbolicite, et I'axe 
de translation est alors la reunion des segments d'interieurs disjoints [g^u,g^~^^u]. Toute 
isometrie de T conjuguee a g possede la meme distance de translation que g. 

Une action de 7ri5 sur un arbre (reel) T est dite a petits stabilisateurs d 'arete si c'est une 
action isometrique, sans point fixe global, dont les fixateurs des segments geodesiques non 
reduits a un point sont triviaux ou infinis cycliques, et telle que tout element parabolique 
de TTiS agisse par une isometrie elliptique sur T. Ceci est une definition adaptee a la classe 
des groupes (munis d'une classe de sous-groupes) que nous considerons. 

Voir par exemple JBTl Ell IMSTT IMS21 l^hTn ISh^ IM^ IR^^ IP^^ IChil IFJ] pour 
plus d 'informations sur les arbres (reels). 

Pour X un espace metrique de distance d, et e > 0, notons eX I'espace metrique {X, ed). 

Theoreme 9 Soit {ai)i(z^ une suite dans Teich(5). Alors, quitte a extraire, ou bien (o"j)igN 
converge vers un element a de Teich(S'), ou bien il existe une suite (ej)jgN de nom,bres 
reels strictement positifs tendant vers 0, et un arbre (reel) T muni d'une action a petits 
stabilisateurs d'arete, de iriS, tels que la suite (ejEI^,/9o-J converge vers T pour la topologie 
de Gromov equivariante. 

Preuve. Soit {si, . . . , Sp} une partie generatrice finie de ttiS. 

Lemme 10 (Voir ]Besl^ ) Soit p : iriS — > PSL2(M) une representation fidele et discrete. 
Alors il existe un point x de H^ qui minimize la distance fp{x) = maxi<j<p(i(x,/9(sj)x). 

Preuve. Soit (xj)^^^ une suite dans H^ telle que la suite fp{xi) converge vers la borne 
inferieure de fp sur Hg. Si Xj reste dans un compact de H^, alors, quitte a extraire, Xj 
converge vers un point x qui convient. Sinon, quitte a extraire, Xj converge vers un point a 
I'infini x, qui est fixe par p{7riS), ce qui est impossible, car le stabilisateur dans PSL2(M) 
d'un point a I'infini de ]H| est resoluble, et iriS contient au moins un groupe libre de rang 
2. D 



Notons Pi = po-i , et 



Xi= mm fp^( 

xeH2 



Fixons *i un point de H^ tel que fpi{*i) = Aj. Alors, quitte a extraire, ou bien la suite 
(Ai)jgN est bornee, disons par M, ou bien elle converge vers +oo. 

Dans le premier cas, quitte a conjuguer pi, nous pouvons supposer que *i est un point 
fixe *o de H^. Par compacite de I'ensemble des isometrics de H^ bougeant *o d'une dis- 
tance au plus M, quitte a extraire, les Pi{sj) pour I < j < p convergent. Done la suite 
{Pi)ieN converge, et la proposition ^ montre que la suite ((Ti)jgN converge (il sufRt aussi 
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de remarquer que la suite (iaJieN, qui ne depend que de (pj)jgN, converge, et d'utiliser le 
commentaire suivant le tlieoreme 01 . 

Supposons maintenant que la suite (Aj)jgN converge vers +00. 

Posons {Xi,di) = x"^HIk- Soit w un ultrafiltre sur N, plus fin que le filtre de Prechet des 
complement aires des parties finies (voir par exemple |Bouj ). Pour toute suite {xi)i,=fq dans 
un espace topologique, notons lim^ Xj une limite de cette suite pour le filtre image de uj 
(voir par exemple |Bouj ). si elle existe (ce qui est le cas si la suite {xi)i^fq est relativement 
compacte ; cette limite est alors unique dans une partie compacte (done separee) contenant 
la suite, et c'est une valeur d'adherence de la suite). Posons 

-^00 = {x = {xi)i(zn G TTXj : limdi{xi,*i) < +cx5} , 
■*-■*■ w 

JGN 

muni de la pseudo-distance 

doo{x,y) = lim di{xi,yi) . 

UJ 

Notons {Xi^,duj,*uj) I'espace metrique pointe quotient de {Xoc,doo, (*j)jeN) par la relation 
d'equivalence definie par x ^ y si x et y sont a pseudo-distance nulle. Pout tout 7 dans 
TTiS, I'isometrie Pi{'y) de j-^r bouge le point *j d'une distance bornee (au plus 1 si 7 G 
{si, . . . , Sp}) pour la distance di, done au plus n si 7 s'ecrit comme un mot de longueur n 
en si,. . . ,Sn et leurs inverses. Done Taction diagonale (7, (xj)jgN) *—>■ {Pi{7)xi)i£n de vriiS* 
sur Xoo preserve X^o, est isometrique pour la pseudo-distance doo, done induit une action 
isometrique p^j de ttiS sur X^. 

Un petit calcul de geometric hyperbolique montre que tout cote d'un triangle geodesique 
de H^ est a distance au plus log(l-|-\/2) de la reunion des deux autres cotes. Done tout cote 
d'un triangle geodesique de {Xi,di) est a distance au plus log(l -|- \/2)/Aj de la reunion 
des deux autres cotes. C'est alors un exercice (voir par exemple |KLj ) de montrer que 
I'espace metrique {Xi^,duj) est geodesique, et 0-liyperbolique, done est un arbre (reel). Le 
meme argument montre que toute limite, pour la topologie de Gromov equivariante, d'une 
suite d'actions isometriques d'un groupe fixe sur des arbres (reels), est encore une action 
isometrique de ce groupe sur un arbre (reel). II n'est pas difficile non plus de montrer que, 
pour la topologie de Gromov equivariante, 

lim {Xi,di,pi) = {X^,d^,p^) . 

UJ 

Lemme 11 L'action de ttiS sur I'arhre (reel) X^^ est a petits stabilisateurs d'arete. 

Preuve. Par continuite, le point *uj est un point bouge le moins par les generateurs, et il 
est bouge au moins d'une distance de 1 par I'un des generateurs, done Taction n'a pas de 
point fixe global. 

Supposons par Tabsurde qu'il existe deux points distincts a; et y de X^^, qui soient 
fixes par un sous-groupe non trivial, non infini cyclique de vriiS*. Alors ils sont fixes par des 
elements a,P qui engendrent un sous-groupe libre sur a,/3 dans 7ri5. 

Soit rj > 0, P Tensemble des mots en a,f3 de longueur au plus G, et K = {x,y}. 
Pour tout i sufiisamment grand (pour Tultrafiltre uj), le triplet {Xi,di,pi) appartient a 
Ve,p,K{{X^,duj, *uj)), done si x est en relation (voir la definition de la topologie de Gromov 
equivariante) avec Xi £ Xi et y avec yi £ Xi, alors pour tout 7 dans P, 

de2(xi,7Xj) < Xii] et djii2^{xi,yi) > Xi{d^{x,y) - ?/) . 
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En particulier, si 77 a ete choisi assez petit devant d^{x,y), alors a et /? agissent presque 
comme des translations le long d'un segment de longueur QXii] centre au milieu m du 
segment geodesique [xj,yj]. Ceci implique que les elements [a, /?], [a, /9^], qui engendrent 
un groupe libre, bougent le point m d'une distance au plus 77. Si r] est assez petit, ceci 
contredit le lemme de Zassenhauss. 

Supposons par I'absurde qu'il existe un element parabolique 7 de vriS' qui ne soit pas 
elliptique dans X^j. Soit x un point de I'axe de translation de 7 dans Xuj. Soient r/ > 0, 
K = {x} et P = {7,7^}. Alors, pour i sufRsamment grand (pour w), I'element {Xi,di,pi) 
appartient a Vrj^p.Kii^uj^di^^ Pui))- H existe done Xj dans Xi tel que 

\di{xi, pi{j)xi) - £x^{'y)\ < ri 

et 

\di{xi, pi{'y)xi) + di{pi{j)xi, pi{'y^)xi) - di{xi, pi{j'^)xi)\ < 3?? . 

Si r] est choisi petit devant ix^il), ceci implique, comme dans la fin de la preuve de la 
proposition El que Pi(7) est hyperbolique, ce qui est une contradiction. D 

Ceci termine la preuve du theoreme IHl Q 

Si T est un arbre (reel), muni d'une action isometrique du groupe ttiS, telle que tout 
element parabolique de vriS' soit elliptique dans T, alors notons £t £ 1^+'' I'application 
a I— > irig) ou g £ TTiS appartient a la classe a. 

Si lim^(Xj, di,/9j) est un arbre (reel) T muni d'une action de isometrique de 7ri5, alors 
le meme argument que pour montrer la reciproque de la proposition IHlmontre que la suite 
(x"^o-i('^))a6C converge vers I'element £t dans M+ . 

Par metrisabilite de P(]R+^), ceci montre que I'image de vro^ est d'adherence compacte. 
Montrons qu'elle est ouverte dans son adherence. 



II decoule par exemple de |CMj que si (Tj)jgN est une suite d'arbres (reels) munis d'une 
action isometrique de vriS a petits stabilisateurs d'arete, si la suite (^tJisn converge vers i 
dans M+ , alors il existe un arbre (reel) T, muni d'une action isometrique de ttiS a petits 
stabilisateurs d'arete, tel que £ = It- 

Lemme 12 Si T est un arbre (reel) T, muni d'une action isometrique de t^iS a petits 
stabilisateurs d'arete, et si a appartient a Teich(S'), alors It i^ £a- 

Preuve. II existe (voir par exemple |CM| IPaiis] ) deux elements 5 et /i de 7ri5 qui sont 
hyperboliques dans T et d'axes de translation disjoints. Done g et h sont des elements non 
triviaux, non paraboliques dans 7ri5, et n'appartiennent pas a un meme groupe cyclique. 
De plus (voir par exemple [("MllPaiiS] !. pour tous n, m dans Z— {0}, la quantite iT{9"'h"^) — 
£T{g^) — £t{9^) est egale a la distance entre les axes de translation de g et de h dans T, 
done est strictement positive et independante de n et m. 

Notons Ag et A^ les axes de translations de g et h respectivement dans (5, a). S'ils sont 

disjoints d ans 5 , alors ils n'ont pas de point commun a Tinfini par discretude de paiiriS), 
et d'apres |Bea| Theo. 7.38.3], pour tous n,m dans Z — {0} avec \n\ et \m\ assez grands, 

coshd{Ag,Ah) sinhic(g") sinh ^^(/i") + ecoshi£^(g") coshh^ih"") 



coshic(g"/i") 



ou e vaut +1 ou —1 suivant que 5" et h^ translatent dans la meme direction ou pas. Si 
Ag et Ah se rencontrent dans S, comme g et h ne sont pas dans un meme groupe cyclique, 
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leurs axes de translation se coupent avec un angle 6 tel que < < vr, et d'apres [B 
Theo. 7.38.6], 

coshic(5"/i'") =ecos6l sinhic(<?") sinh ^^^(/i") + cosh ^^(5") coshic(/i") , 

^ ^ ^ ^ ^ 

ou e vaut +1 ou —1 suivant que mesure Tangle entre les points attractifs de 5" et de 
/i™ ou Tangle entre le point attractif de g"^ et le point repulsif de /i™. Si It = ia, ces deux 
formules contredisent le fait que 

4(9"/i"^)-4(<7")-4(<7'") 
soit independants de n,m dans Z — {0}. D 

Puisque P(M+^) est metrisable, ce lemme et Talinea le precedant montrent que Timage 
de TToi est ouverte dans son adherence, car ils impliquent que pour toute suite convergente 
dans la frontiere de Timage, sa limite n'est pas dans Timage. 

Le theoreme 01 en decoule. D 

+ h 

Montrons maintenant comment construire la compactification de Thurston de Tespace 
de Teichmiiller directement par la topologie de Gromov equivariante. 

Soit Hyp(S') Tensemble des classes d'isometrie equivariante de couples (X, q), ou X 
est une variete riemannienne complete simplement connexe de dimension 2 a courbure 
sectionnelle strictement negative constante, et a une action propre et libre de ttiS telle 
que tout element parabolique de 7ri5 agisse par une isometric parabolique sur X. Munissons 
Hyp(iS') de la topologie de Gromov equivariante. 

Soit Arb(S') Tensemble des classes d'isometrie equivariante de couples {X, a), ou X est 
un arbre (reel) et a une action isometrique de 7ri5 sur X, a petits stabilisateurs d'arete 
(done en particulier sans point fixe global, et telle que tout element parabolique de ttiS 
agisse par une isometric elliptique sur X), et minimale (i.e. sans sous-arbre invariant propre 
non trivial). (Get ensemble porte d'autres noms dans la litterature, voir par exemple |GM| 
ISha.H ISha,2| IBes2] IMor| IPa,u4| ) . Munissons Arb(5) de la topologie de Gromov equivariante. 

Munissons Tensemble somme disjointe Hyp(5) U Arb(S') de la topologie de Gromov 
equivariante, qui induit sur chacun des sous-ensembles Hyp(S') et Arb(5) leur topologie 
de Gromov equivariante. L'action de Mod(S') sur cet ensemble, definie par Tapplication 
{f,{X,a)) I— > {X,a o /^), est une action par homeomorphismes. Le groupe topologique 
M*^ agit continument sur Hyp(5) U Arb(5) par Tapplication (t,{X,a)) 1-^ {tX,a), et les 
actions de W\_ et de Mod(5) commutent. Notons 

K(5) = ( Hyp(S) U Arb(5) ) / M^ 

Tespace topologique quotient, muni de Taction quotient de Mod(S'). La projection canon- 
ique p : Hyp(5) U Arb(5) -^ K(5) est ouverte. Notons 9 : Hyp(5) U Arb(5) -^ M+^ - {0} 
Tapplication definie par 

{X, a) 1-^ ([7] H^ min{d(x, 0(7, x)) : x G X}) , 

qui est equivariante pour les actions de Mod(S'), et : K{S) — > P(IR+ ) Tapplication 
obtenue par passage au quotient, qui est aussi equivariante pour les actions de Mod(S'). 

Notons L : Teich(S') — > Hyp(S') U Arb(S') Tapplication definie par a 1-^ (EI^,po-), et 
T : Teich(5) — > K{S) Tapplication quotient, qui est equivariante pour les actions de Mod(/S'). 
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Theoreme 13 (F. Paulin ]Pav,l^ ) L'espace K(5) est metrisable compact. L'application 
I : Teich(S') — > K(S') est un homeomorphisme sur son image, celle-ci etant ouverte et 
dense dans K(S'). Done {T,K{S)) est une compactification de Teich(5) naturelle pour le 
groupe m,odulaire Mod(S'). 

L'application : K(S') — > P(M+ ) est un homeomorphisme sur son image, telle que 
0O6 = TTol, done la compactification naturelle ci-dessus est isomorphe a la compactification 
de Thurston. 



En utilisant les travaux d'A. Parreau [Par j . un resultat semblable pour des espaces 
symetriques de type non compact est possible (sauf peut-etre la densite de I'image). 

Preuve. D'apres un theoreme d'Urysohn (voir par exemple |Dug| page 233), pour montrer 
qu'un espace topologique Y est metrisable compact, il suffit de montrer qu'il est separe, a 
base denombrable d'ouverts, et sequentiellement compact (i.e. que de toute suite (denom- 
brable) dans Y , on peut extraire une sous-suite convergente). 

Munissons M^ x Teich(5) de la topologie produit des topologies usuelles, et de Tac- 
tion par homeomorphismes evidente de M!j_, definie par t ■ {t',a) = {tt',a), ainsi que celle 
de Mod(S'), definie par / • {t',a) = {t' , f ■ a). En utilisant la proposition [HI il n'est pas 
difficile de montrer que l'application de W^ x Teich(S') dans Hyp(S'), qui a (A, cr) associe 
(AH^jPo-) est un homeomorphisme. Elle induit par passage au quotient un homeomor- 
phisme de Teich(5) sur p(Hyp(5)) equivariant pour les actions de Mod(S'). En particulier, 
p(Hyp(5)) est separable. 

II est montre dans |Pau4j que l'application de Arb(5) dans M.^ — {0}, qui a T associe 
£t, est un homeomorphisme sur son image. Elle commute avec les actions de M*^ et de 
Mod(5). (En fait, dans cette reference |Pau4j . on ne demandait pas que les distances de 
translation des elements paraboliques de 7ri5 soient nulles, et on avait ttiS a la place de C, 
et on travaillait avec des groupes plus generaux que ttiS, mais le resultat enonce ci-dessus 
decoule de ce cas general.) Done l'application T >-^ £t induit un homeomorphisme sur son 
image de p(Arb(S')) dans P(]R4. ), et son image est metrisable. Par une preuve de meme 
schema que pour le theoremelHl il est facile de montrer que p(Arb(5')) est sequentiellement 
compact : I'analogue du lemme^lest obtenu par le fait qu'une action a petits stabilisateurs 
d'arete de 7ri5 sur un arbre (reel) ne fixe pas de point a I'infini de I'arbre (voir par exemple 
|('M| IPaiiS] ) ; et I'analogue de la premiere contradiction dans la preuve du lemme ITTI est 
obtenue par le fait que si rj est assez petit, alors [a,f3] et [a,/3^] fixent un segment non 
trivial dans un arbre approchant. Doncp(Arb(S)) est metrisable compact (et en particulier 
separable). (Voir |Pau2j pour une autre preuve ; on retrouvait ainsi dans |Pau2j la compacite 
de I'image de p(Arb(5)) dans P(M+'^), ce qui est un resultat de [CMl Theo. 5.3].) 

Tout arbre (reel) muni d'une action isometrique, sans point fixe global et minimale, 
d'un groupe est reunion de ses axes de translation (voir par exemple |CM| ). done est se- 
parable si le groupe est denombrable. Dans tout ensemble £ d'espaces metriques separables 
munis d'une action isometrique d'un groupe denombrable F, tout element X possede un 
systeme fondamental denombrable de voisinages pour la topologie de Gromov equivari- 
ante, puisqu'il suffit de prendre les Ve^K,p{X) pour e dans Q et K une partie (finie) d'une 
partie denombrable dense fixee de X. Comme p est ouverte, tout element de l'espace K{S) 
admet done un systeme fondamental denombrable de voisinages. L'espace K(5) est de plus 
separable, car p(Hyp{S)) et p{Arh{S)) le sont. Done il est a base denombrable d'ouverts. 

Par un argument similaire a celui de la reciproque dans la preuve de la proposition 
IHl l'application Q est continue. Done 6 est continue. Elle est injective, car injective en 
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restriction ap(Hyp(5)) et p{Arh{S)), et par le lemmeEl Comme G est continue, injective a 
valeurs dans un espace separe, I'espace K(5) est separe. (Voir aussi |PauH Chap. IV. 2] pour 
une preuve directe de la separation de la topologie de Gromov equivariante sur I'ensemble 
Hyp(5)uArb(5).) 

Remarquons que si une suite d'actions isometriques de ttiS sur des espaces metriques 
converge, pour la topologie de Gromov equivariante, vers un arbre (reel) muni d'une action 
sans point fixe global, elle converge aussi pour la topologie de Gromov equivariante vers 
tout sous-arbre invariant, et en particulier vers son unique sous-arbre minimal (qui est la 
reunion de ses axes de translations, voir par exemple |CM|IPa,i73] ). 

L'espace K(S') est sequentiellement compact, car p(Arb(S')) Test, et par le theoremelHl 
et la remarque ci-dessus. 

Par le theoreme d'Urysohn suscite, K(5) est done compact. L'application 0, qui est 
continue injective d'un espace compact dans un espace separe, est done un homeomor- 
phisme sur son image. Comme p{Arh{S)) est compact dans K(5) separe (ou parce qu'une 
limite d'une suite d'actions isometriques d'un groupe fixe sur des arbres (reels) est en- 
core une action isometrique de ce groupe sur un arbre (reel)), le sous-espace p(Arb(5)) est 
ferme, et done p(Hyp(S')) est ouvert. Done T est un homeomorphisme sur son image. Par un 
theoreme de Skora |Skoj (voir aussi |Ota,| . ce resultat n'etait pas disponible au moment de 
I'ecriture de |Paulj ). I'image de T est dense dans K(S'). Par consequent, le couple ( i, K(S') ) 
est bien une compactification de Teich(S'). La naturalite et la relation o l = tt o £ etant 
claires par construction, le resultat en decoule. D 

Nous n'avons decrit dans ces notes que I'aspect topologique de la compactification de 
Thurston de l'espace de Teichmiiller. Une interpretation des points du bord comme des 
feuilletages transversalement mesures (ou des laminations geodesiques transversalement 
mesurees), duale a I'interpretation par les arbres reels, est cruciale pour de plus amples 



informations (voir par exemple |FLP|lBon3j ). 
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